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内容提要

1 随机变量 vs. 随机过程

2/26



随机现象

静态模型的随机现象 vs. 动态模型中随机现象

我们常通过随机试验来观察随机事件的统计规律性。

一般地，设 E 为一个试验，若不能事先准确地预测其结果，且在相同条件下
可重复进行，则称为随机试验。

以 ω 表示随机实验一个可能结果，则称 ω 为随机实验 E 的一个基本事件。

全体基本事件的集合 Ω = {ωi} 称为基本事件空间或样本空间。

【例】E：一个箱子里有 10 个球，分别标记为 1, 2, . . . , 10。若从箱子里随机取
一个球，令基本事件 ωi 表示球上的数字是 i，则样本空间
Ω = {ω1, ω2, . . . , ω10}。ωi 也可简记为 i，则 Ω = {1, 2, . . . , 10}。
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随机变量

在上例中，令 X = 随机抽取的球上的号码，则 X 的取值是 1, 2, 3, . . . , 10 中
的任一个，并且基本事实 ωi 可以通过 X 来表示，即

ωi = {X = i}, i = 1, 2, 3, . . . , 10.

这是一个古典概率模型，有：

P(ωi) = P(X = i) ≡ pi =
1

10
, i = 1, 2, 3, . . . , 10.

由于 X 这个变量的取值事先无法确定，并且是以一定概率取值，故称之为随
机变量。

定义：一个随机变量 X 是由样本空间映射至数字集合的一个函数。此数字集
合或这一组数字被称为该变量的取值范围。
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随机变量的离散型 vs. 连续型

定义：若随机变量 X 只能取有限个或可数个值，并以各种确定的概率取这些
不同的值，则称 X 为离散型随机变量。

设 X 的取值为 x1, x2, x3, . . .，相应的概率为 pi = P(X = xi), i = 1, 2, . . .，显
然 {pi} 满足：

(i) pi ≥ 0, i = 1, 2, . . .;

(ii)
∑∞

i=1 pi = 1.

图: 离散型分布的随机变量
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Cont’d

【例】E：扔两次同质硬币。基本事件空间（所有可能的结果）或样本空间为 {
正面正面，正面反面，反面正面，反面反面 }。定义随机变量为“正面的次
数”（相当于定义域），则该变量的取值区间为 {0, 1, 2}（相当于值域）。同质
硬币意味着假设扔硬币后以相同概率为正面或反面，则该随机变量（“正面的
次数”）的概率质量函数（或简称概率函数）为 f(x)（随机变量 X 分别取值 x
的可能性）：

f(x) =


0.25

0.5

0.25

对于 x =


0 {反面反面}

1 {正面反面，反面正面}

2 {正面正面}
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Cont’d

语义：如果随机变量 X 取值充满某一个区间，并且 X 的值落在任何一个子区
间的概率都是确定的，则称之为连续型随机变量。

定义：一个随机变量称为连续型，如果存在一个非负可积函数 f(x)，使得

P(a < X ≤ b) =
∫ b

a
f(x)dx = F(b)− F(a).

其表示为 X 落在区间 (a, b] 的概率，F 是稍后要介绍的分布函数。

上式对于 −∞ < a < b < +∞ 都成立，此时 f(x) 称为随机变量 X 的分布密度
函数（或简称分布密度、密度函数或密度）。

由于事件 {−∞ < X < +∞} 的概率为 1，所以∫ +∞

−∞
f(x)dx = 1.
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Cont’d

【例】张三要去餐厅会见同学。去之前，不知道会在餐厅呆多久。朋友多的话，
可能呆得久一些。因此，去餐厅是一个有各种可能结果的概率实验。随机变
量 T 是在餐厅呆得时间长度，各种可能的结果是样本空间。随机变量 T 从样
本空间映射至设定的一个时间范围比如 [0, 4]（餐厅最早晚上 6 点开门营业最
晚至 10 点）。由于时间是连续的，因此 T ∈ [0, 4] 是一个连续随机变量。分布
函数 F(t) 指呆在餐厅的时长为 t 或短于 t 的概率。比如花 1.5 个小时至 2 个
小时在餐厅的概率为 f21.5f(t)dt，其中概率密度函数：

f(t) = dF(t)
dt .

更一般地，若 X 是连续型随机变量，则其分布函数的一阶导即为概率密度函
数 f

f(x) = dF(x)
dx .
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离散随机变量的分布函数

设 X 为连续随机变量，令

F(x) = P(X ≤ x), −∞ < x < ∞.

则称 F(x) 是随机变量 X 的分布函数。

若 X 是离散型随机变量，其分布函数为：

F(x) =
∑

i:xi≤x
pi.

换言之，随机变量 X 的分布函数 F 是从该随机变量的取值范围映射至概率域
[0, 1] 的函数。而随机变量 X 为 x 或小于 x 实现值的概率即表示为 F(x)。

假设一个离散型随机变量的概率分布为：(
x1 x2 x3 . . .

p1 p2 p3 . . .

)
上例
=

(
1 2 3 . . . 10

0.1 0.1 0.1 . . . 0.1

)
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分布函数的几何图示

图: 离散- vs. 连续- 随机变量的分布函数
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离散随机变量的一些类型

1）离散均匀分布

变量取值范围：x ∈ {a, a + 1, . . . , b − 1, b}，

概率质量函数：f(x) = 1
b−a+1。

比如扔骰子，扔出的可能点数为 {1, 2, . . . , 6}，扔到任何点数的概率为 1
6。

2）离散泊松分布

变量取值范围：x ∈ {0, 1, 2, . . .}，

概率质量函数：f(x) = e−λλx

x! 。其中 λ 是某个为正值的参数（而在随机过程中，
它又被称为到达率）。

比如，晚上看到流星的数量。
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连续随机变量的一些类型

1）正态分布和标准正态分布

变量取值范围：x ∈ [−∞,+∞]，

概率密度函数：f(x) = 1√
2πσ2

e− 1
2 (

x−µ
σ )2，其中 µ 和 σ 分别是其均值和标准差。

对于标准正态分布，µ = 0 和 σ = 1，因此概率密度函数为：f(x) = 1√
2π

e− 1
2 x2

。

2）指数分布

变量取值范围：x ∈ [0,∞]，

概率密度函数：f(x) = λe−λx。其中 λ 是某个为正值的参数。比如一位刚失业
者的失业时长。
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高维随机变量

考虑两个随机变量 X1 和 X2，假设其概率密度函数分

f(x1, x2) =
1

2πσ1σ2

√
1− ( σ12

σ1σ2
)2

e
− 1

2[1−(
σ12
σ1σ2

)2]
[(

x1−µ1
σ1

)2−2
σ12
σ1σ2

x1−µ1
σ1

x2−µ2
σ2

+(
x2−µ2

σ2
)2]

,

=
1

2πσ1σ2

√
1− ρ2

e−
1

2(1−ρ2)
(x̃2

1−2ρx̃1x̃2+x̃2
2).

其中 ρ 是随机变量 X1 和 X2 的相关系数，定义为两变量间的协方差 σ12 除
以各自的标准差 σ1 和 σ2。

每个随机变量的概率密度函数（即边际概率密度）独立于相关系数，为

f(xi) =
1√
2πσ2

i
e− 1

2 x̃2
i , i = 1, 2.
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随机变量的特征之基础篇

期望：EX =
∫

xf(x)dx，

方差：VX =
∫
(x − EX)2f(x)dx，

协方差：C(X,Y) =
∫ ∫

(x − EX)(y − EY)f(x, y)dxdy，

相关系数：ρXY = C(X,Y)√
VXVY，

独立：p(X ∈ A,Y ∈ B) = P(X ∈ A)P(Y ∈ B)。

基本属性：

E[a + bX] = a + bEX,

E[bX + cY] = bEX + cEY,

E(XY) = EXEY + C(X,Y).
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Cont’d

VX = E[(X − EX)2] = EX2 − (EX)2,

V(a + bX) = b2VX,

V(X + Y) = VX + VY + 2C(X,Y).

C(X,X) = VX,

C(X,Y) = E(XY)− EXEY,

C(a + bX, c + dY) = bdC(X,Y).
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随机变量的特征之进阶篇

定理：令 X 为一个随机变量，f(X) 和 g(X) 是两个函数，则

f′(X)g′(X) ≷ 0 ∀x ∈ X ⇒ C(f(X), g(X)) ≷ 0.

证明：略。

【应用】TFP 是一个随机变量（即上述 X），GDP 和 R&D 支出都关于 TFP 正
相关，则 GDP 和 R&D 都顺周期。
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随机变量的变换

1）正态分布随机变量的线性变换

考虑一个正态分布的随机变量 X ∼ N (µ, σ2)，那么，Y = a + bX 的分布为？

期望：E(a + bX) = a + bEX = a + bµ，

方差：V(a + bX) = b2VX = b2σ2，

因此，Y ∼ N (a + bµ, b2σ2)。

2）正态分布随机变量的指数变换

考虑一个正态分布的随机变量 X ∼ N (µ, σ2)，那么，Y = eX 的分布为？

因为 X = ln Y ∼ N (µ, σ2)，故此随机变量 Y 是对数正态分布。

该对数正态分布的均值：µY = eµ+ 1
2σ

2

，

该对数正态分布的方差：σ2
Y = e2µ+σ2

(eσ2 − 1)。
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Cont’d

3）对数分布的变换

假设 Y 和 Z 为对数正态分布。则 Yα（α 为常数）或 YZ 都是对数正态分布。

令 Y = eX1，Z = eX2，其中 Xi, i = 1, 2 是（联合）正态分布。因此，

Yα = eαX1 ;

YZ = eX1+X2 .

（a) 由于 αX1 是正态分布，因此 Yα 是对数正态分布；

（b）由于 Xi 是（联合）正态分布，其和亦为（联合）正态分布，故此 YZ 是
对数正态分布。
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Cont’d

4）一般情形

假设有一个密度函数为 f(x) 的随机变量 X，考虑 y = y(x) 的一般变换，则 Y
的密度函数为？

定理：X 是一个随机变量，密度为 f(x)，取值范围为 [a, b]。让随机变量 Y 的
实现值是 x 是单调增函数，即 y = y(x), y′ > 0，则 Y 在区间 [y(a), y(b)] 上的
密度函数 g(y) = f(x(y))dx

dy。

证明：略。
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随机过程

1）随机游走（非平稳）

2）随机差分方程

xt = axt−1 + ϵt
等价于⇐==⇒ xt = axt−1 + µ+ υt.

其中：a 是一个常数；随机变量

ϵt
i.i.d.∼ (µ, σ2)

υt
i.i.d.∼ (0, σ2)

是独立同分布的正态分布，

即另有

C(ϵt, ϵs) = 0;

C(υt, υs) = 0
∀t ̸= s。
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随机过程的分布

1）给定初始值求解。迭代，滞后算子法等。

xt = atx0 + at−1ϵ1 + at−2ϵ2 + · · ·+ ϵt = atx0 +
t∑

s=1

at−sϵs.

2）分布特征

条件期望：E0 vs. Et

E0：经济主体知道 x0 和 ϵ0，但不知道 ϵ1, ϵ2, . . .

Et：经济主体知道 x0, x1, . . . , xt 和 ϵ0, ϵ1, . . . , ϵt，但不知道 ϵt+1, ϵt+2, . . .

xt = axt−1 + ϵt,

= atx0 +
t∑

s=1

at−sϵs,

⇒ E0xt = atE0x0 + E0

t∑
s=1

at−sϵs = atx0 + µ

t∑
s=1

at−s = atx0 + µ
1− at

1− a .
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Cont’d

条件方差：V0 vs. Vt

xt = axt−1 + ϵt,

= atx0 +
t∑

s=1

at−sϵs,

⇒ V0xt =

t∑
s=1

a(t−s)2V0ϵs,

= σ2
t∑

s=1

(a2)t−s,

= σ2
t−1∑
i=0

(a2)i,

= σ2 1− a2t

1− a2
.

对于 a ∈ (0, 1)，t ↑ ⇒ (V0xt) ↑。
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随机变量的长期特征

a ∈ (0, 1) ⇒


lim

t→∞
E0xt =

µ
1−a ,

lim
t→∞

V0xt =
σ2

1−a2 .

因此，对于 0 < a < 1，长期视角下随机变量 xt 是一个均值为 µ
1−a 和方差为

σ
1−a2 的正态分布。

通过计算得到 xt 的显示解，易求同样 xt 的期望和方差，因此时变中的 xt 的
密度函数为：

f(xt) =
1√
2πσ2

t
e−

1
2 (

xt−µt
σt

)2 ,

µt = E0xt,

σ2
t = V0xt.
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经济学应用：异质性部门

（1）部门 i 的金融财富，假设其动态演化过程可由以下方程来描述（不同时间
及不同个体间的冲击独立同分布）：

xit = axit−1 + ϵit.

假设所有个体初始财富相同，xi0 = x0。

大数定律在此处的应用：概率 vs. 份额。

社会总财富为
xt = n

∫ ∞

−∞
xitf(xit)dxit = nµt.

其中，µt 是全部个体的平均财富或者说是任何个体 i 的预期财富。

以上假设个体是连续统，离散个体亦如是。

（2）RBC 模型中的对数技术变量是 AR(1) 过程。
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更一般化的随机差分方程

xt = αtxt−1 + ϵt, αt
i.i.d.∼ (a, σ2

a), ϵt
i.i.d.∼ (µ, σ2

ϵ ).
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