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内容提要

1 测度论 vs. 概率论
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基本概念

空间：本质上是集合。

封闭：倘一个集合内的两个元素（注：在概率论中集合的元素是基本事件）
经某种运算的结果仍在该集合内，则该集合关于这种运算是封闭的。

数环：若集合的元素是数，它对加、减、乘运算是封闭的，则称其为数环。

数域：若集合的元素是数，它对加、减、乘、除运算都是封闭的，则称其为数
域。

集类：集合组成的集合。以空间（集合）Ω 的某些子集为元素的集合称为 Ω

上的集类。集类一般假定为非空（一个集类并不包括 Ω 的所有子集，只包括
某一类特性的子集），常用花体 F 等来表示。

测度：以集合为自变量的函数，被称为集函数。研究集类的目的就是要寻找
这个集函数的定义域。最适合作测度定义域的集类就是 σ 域。
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Cont’d

σ 环/域：根据集类对不同运算的封闭特性区分出的集类的一种，类似于数环
和数域的区别。

σ 域 =σ 代数：空间 Ω 上的集类 F 满足以下条件（最少的一组），

（1）∅ ∈ F , Ω ∈ F，即 F 包含了空间 Ω 自身和空集；

（2）若 A ∈ F，则补集 AC ∈ F，即对取余封闭；

（3）An ∈ F , n = 1, 2, . . .，则
∞∪

n=1
An ∈ F，即对可数并封闭。

可测空间：由空间 Ω 及 Ω 上的 σ 域 F 组成的空间称为可测空间，表示为
(Ω, F )。它可理解为具有 σ 域 F 的空间 Ω。任何属于 F 的集合 A（即
A ∈ F）都称为一个 F 可测集。

σ 域是集合的集合，σ 域问题包括可测空间 (Ω,F ) 实际上就是探讨一类特殊
函数——集函数的定义域。一般函数的定义域是集合，而集函数的定义域是
集合的集合，即 σ 域。

4/10



Cont’d

最小 σ 域：当 Ω 是一个可数集合时，其 σ 域是一个不太大的集类，可正常
使用；当 Ω 是一个不可数集合时，仍可定义 σ 域，但其子集构成的 σ 域是一
个太大的集类，不能正常使用，因此可考虑在 Ω 上构造一个最小的 σ 域以便
正常使用。

σ(A )：A 为 Ω 的子集组成的集类，包含 A 的所有 σ 域的交及 A 本身的 σ

域是 A 的最小 σ 域，并称为由 A 生成的 σ 域。

Borel 域：生成 σ 域的一个例子。实数空间 R = (−∞,+∞) 的所有开集生成
的 σ 域称为 Borel 域，记为 B(R)。其中的集合 A ∈ B(R) 是一维 Borel 集。
类似地，可定义 n 维 Borel 域 B(Rn) 及 n 维 Borel 集。Borel 域是实数轴上
的一个 σ 域。

Borel 可测空间：可测空间 R, B(R) 称为 Borel 可测空间。

广义 Borel 可测空间：可测空间 R̄, B(R̄) 称为广义 Borel 可测空间；
A ∈ B(R̄ 称为广义 Borel 集。

5/10



Cont’d

集函数：设 M 为 Ω 上的一个集类，定义在 M 上的广义实值函数（即可取值 ±∞）
µ 称为（定义在 M 上的）集函数。若取值于 R̄+ = [0,+∞]，则是非负集函数。

实数空间：R = (−∞,+∞) 表示的是空间内的元素为有限实数，位于 −∞ 和 +∞ 之
间，但不包括 −∞ 和 +∞。

广义实数空间：R̄ = [−∞,+∞]，或 R̄ ≜ R ∪ {(−∞)} ∪ {(+∞)}。

测度：µ 表示定义在 M 上的非负集函数，它满足，

（1）µ(∅) = 0；

（2）非负性，即对任意的 A ∈ F , µ(A) ≥ 0；

（3）σ 可加性（或可数可加性），即对任意两两不相交的集合序列
A1,A2, . . . ∈ F ,

∞∪
n=1

An ∈ F，均有 µ(
∞∪

n=1

An) =
∑∞

n=1 µ(An)。

则称非负集函数 µ 为 M 上的一个测度。由于此测度取非负值，因此也叫正测度。

需要注意的，不只是 σ 域上可定义测度，在小集类上也可定义测度，如在域（或称代

数）、半域，环、半环等集类上亦可定义测度。但在 σ 域上定义的测度使用最方便。
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Cont’d

有限测度和有限测度空间：若 µ(Ω) < ∞，则称 µ 为有限测度，称 (Ω,F , µ) 为有限

测度空间；若集合序列 {An, n ≥ 1} 满足
∞∪

n=1

An = Ω 并使 µ(An) < ∞ 对一切 n ≥ 1

都成立，则称 µ 为 σ 有限测度，称 (Ω,F , µ) 为 σ 有限测度空间。

测度空间：若 µ 为可测空间 (Ω,F ) 上的测度，则 (Ω,F , µ) 为测度空间。测度空间
是一个集函数空间，它的基础是空间（或集合）Ω，在 Ω 上构造了测度的定义域 F，
最后建立了一个特殊的集函数——测度。

测度（概率测度）一般要有非负性、正规性、σ 可加性，这需要把测度定义在 σ 域上，
但有时 σ 域之外的其他集类更易测度，若能将其他集类上定义的测度扩张到 σ 域上
就解决了这个矛盾。

测度扩张理论：设 M1,M 是 Ω 上的一个集类，M1 ⊂ M2，µ1, µ2 分别是 M1,M2

上的测度，若对每一个 A ∈ M1 都有 µ1(A) = µ2(A)，则 µ2 称为 µ1 由 M1 到 M2

的扩张，或 µ2 为 µ1 由 M1 扩张到 M2 的扩张测度，µ1 为 µ2 在 M1 上的限制。

测度扩张就是要把一个集类上的测度扩张到比它更大的集类上，即扩大集函数或测度

的定义域。
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Cont’d

半环：令 F 是 Ω 的所有子集构成的集类，C 是 F 的非空子集，若称其为半
环，则应满足，

1. ∅ ∈ C；

2. 如果 A,B ∈ C，则 A ∩ B ∈ C；

3. 如果 A,B ∈ C，A ⊃ B，则 A 与 B 之差 A \ B 可表示为 C 中有限个互不
相交集合之并。
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Cont’d
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